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Esercizio n°1

Dato il circuito in figura 1, si chiede di determinare la tensione v(t) per t = 0 supponendo che
I’interruttore venga chiuso all’istante t = 0. Si supponga inoltre che il circuito risulti gia in
funzione, da lungo tempo, prima della chiusura dell’interruttore.

Figura 1. Rete elettrica RLC

Soluzione

All’istante t = 0~ le condizioni di funzionamento del circuito sono le seguenti:

. . dv.(07)

v:(07) = costante - i.(07) =0A essendo i.(07)=C - 04
di; (0

i;(07) =costante — v, (07) =0V essendo v, (07) =1L % =0V

Pertanto, all’istante t = 0~ il condensatore si comporta come un ramo aperto e I’induttanza si
comporta come un corto circuito. La tensione v.(07) e I’intensita della corrente i, (0™) si calcolano
come segue:

UC(O_) = le(O_) = R1 -[=1-10 =10V
i,(07) = 04

L’intensita della corrente i (0™) non puo che essere nulla, in quanto 1’induttanza e la capacita sono
collegate in serie tra loro e quest’ultima si comporta come un ramo aperto. Per il principio di
continuita della tensione ai capi del condensatore si ha:

vc(07) = v (0%) = 10V
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Per il principio di continuita della corrente che attraversa 1’induttore, si ha:
i,(07) =i,(07) = 04

Per t > 0 si fa riferimento al circuito di figura 2, opportunamente modificato (il generatore reale
di corrente ¢ stato trasformato in un generatore reale di tensione).

Figura 2. Circuito per il calcolo della tensione v (t)

Scrivendo le equazioni di Kirchhoff si ha:

E—vpi(t) — v (t) —vga(£) =0 — E —vpe(t) —v,(t) —vc(6)=0 -

- E_R1'iL(t)—L'di(;§t)—17c(t) =0 (D
by = ira®) + 160 = 222 10 = v;,(zt) +ic(t) = v;(zt) +C- dv;ft) )

Sostituendo la (2) nella (1) si ha:

ve(t) dvc(t)> d (vc(t) dvc@)) _
E—R, ( R, +C It L 2\ R, +C It ve(@)=0 -
R, dvc(t) L dve(t) d%vc(t) B
- E R, ve(t) — R, C T R, dt L-C 12 ve()=0 -
d?v(t dve(t) L dvc(t) R
RN UC()+—-L()+—1-vc(t)+vc(t)—E=0 -

+
dt? 1 dt R, dt R,
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L
d?v.(t) Ry-C+ R, | dvc(t) (Rl N 1) 1 E

i T\ T Lc a T\t rere®W-re=0 »

d*v.(t) (Rl ‘R, C + L> dv(t) N (Rl + RZ) 1

E
H=—0 (3
dt? L C R, dt R, ) 1c®=1¢ @

La (3) e una equazione differenziale del secondo ordine, a coefficienti costanti, non omogenea.

Ponendo:

2 _<R1R2C+L) 2_<R1+R2> 1
=1L cnr ) Y TU%R, Jic

la (3) si scrive come segue:

dva(t) d”c(t) 2 E
T'FZ'(Z' di + wy 'vc(t)—n

Sviluppando i calcoli si ottiene:

10-1-103-1-10_6+2-10_3_12-10_3
2:2-1073-1-10"6-1-103  4-1076

_ <R1+R2) 1 - 1 _ 1 =224 10°
@o = R, ) L-C_ J|LC J2-102-1-10-6 “~

Come si puo notare, a < w, (risposta sottosmorzata)

=3-103

L’equazione differenziale in questione non ¢ omogenea, quindi la soluzione generale é data dalla

somma tra la soluzione dell’equazione omogenea associata e un integrale particolare. In formula si
ha:

vc(t) = vc(t)omogenea + vc(t)particolare
La soluzione v (t)°™?9¢™¢¢ si determina come segue:

ponendo:

_dve(t) , _ d?e(t)
5= dt ' 5= dt? '

si assegna 1 alla variabile non derivata, ossia vo(t) = 1

I’equazione differenziale omogenea

dzvc(t) dvc(t)
TN T:

+ (DOZ ' vc(t) =0 (4)

si scrive come segue:
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S24+2-a-S+wy?>=0 (5)

Si dimostra che per a < w, (risposta sottosmorzata) la soluzione della (4) ammette la seguente
forma funzionale:

ve(t) = Ky - eSSt + K, - e57t (6)

dove S; ed S, sono soluzioni complesse e coniugate dell’equazione (5), che si determinano nel
seguente modo:

_2rat4ra? -4 w2 —2rat2-yJa?—we?

2 2

= —a + jJwe? —a? = (-3 +,22,2) - 103

S

N[~

Pertanto, la (6) si scrive:
vc(t) =K, e(—:+j\/m)-t +K,- e(—a—j woz—az)-t (7
vc(t) = Kl . e(_3+j22;2)'t + KZ . e(—3—j22,2)'t (8)
Per determinare le costanti K; e K, & necessario conoscere le condizioni iniziali:

d vc(0%)

vC(O+)i dt

Ponendo nella (8) t = 0% si ottengono:

Uc(0+) = Kl + KZ da Cui Kl = vc(0+) - Kz = 1OV - Kz

d vC(0+) . 3 . 3
—a - K- (=3+j22,2)-103 + K, - (=3 —,22,2) - 10° =
0) 0~ igy(0) 0~ (0
l l —1 R v
= =L R2 = 2 - _ R = —10-103V/sec
C C C R,-C
Risolvendo il sistema di equazioni
{ K, =10V - K,
K- (=3+4j22,2)- 103+ K, - (=3 —22,2)-103 = =10 - 103V /sec

si ha:

Kl = 5 _]0,4’5
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K, =5+ j0,45
La soluzione cercata é:
ve(t) = (5 —j0,45) - e(T34/2220T 4 (5 4 j0,45) - e (7372220t
L’integrale particolare si determina ponendo nell’equazione (3) v.(t) = A = costante.

Dunque si ottiene:

. . = — - = =
RZ LC LC R1+R2

v.(t) = A =10V
In definitiva, la soluzione completa dell’equazione differenziale (3) risulta:
vc(t) = vc(t)omogenea + vc(t)particolare —

= (5—,0,45) - e(73+/222t 4 (5 4 j0,45) - e(737/222t 4 10



